Mathe — alles was zahlt

Integralrechnung Losungswege 8
Stammfunktionen

Aufgabe 123

Eine Bungee-Jumperin springt von einer Klippe. Der Sprung besteht aus zwei Teilen: einer
Beschleunigungsphase, wiahrend der das Seil noch lose ist und einer Abbremsphase, in der das Seil
gespannt wird. Die beiden Phasen werden durch die Zeit-Geschwindigkeitsfunktionen v; und

v, beschrieben ( t in Sekunden, v in m/s ):

vi(t) = —65-°+142-t+9-t fir t €[0; 1,75]
v,(t) = 4-¢°—-3432 -t"+82,22-t—3585 fiirte[1,75; 3,75|

Die folgende Abbildung zeigt die Graphen der beiden Funktionen sowie de beiden Punkte P und

Q .
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a) Der Flacheninhalt unter dem Graphen der Funktion V, soll durch Ober- und Untersummen
angendhert werden. Dazu wird das Zeitintervall [1,75; 3,75| in vier gleich groRe Teile

geteilt.

Berechne den Unterschied zwischen Ober- und Untersumme bei einer solchen Zerlegung
des Intervalls und interpretiere den erhaltenen Wert im Kontext.
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b) Die Funktion v; modelliert die Beschleunigungsphase im Zeitintervall [0,4; 1,75] durch

eine Polynomfunktion 3. Grades. Ein lineares Modell ist in der Abbildung durch den
Graphen einer Geraden eingezeichnet. Der Weg, den die Bungee-Jumperin im Zeitintervall
[0,4; 1,75] zuriicklegt, l4sst sich mit beiden Modellen bestimmen.

Berechne, um wie viel Meter sich der Wert fiir diesen Weg bei Berechnung mit dem linearen
Modell von jenem unterscheidet, dem man mit dem Modell der Polynomfunktion erhalt.
Stelle die erhaltene Zahl in der obigen Abbildung dar.

Unter der Dichte € eines Gegenstandes versteht man seine Masse m pro

Volumeneinheit V' ,also ¢ = % in kg/m’® . Bei konstanter Dichte kann man die

Masse des Bungee-Seils durch m=9 -V =9 -A-L berechnen, wobei A der
Flacheninhalt der Querschnittsflache des Seils und L seine Ldnge bedeuten.

Wenn das Bungee-Seil komplett gespannt ist, wird es an verschiedenen Stellen
unterschiedlich stark auseinander gezogen. Seine Querschnittsfliche A ist dann nicht
konstant, sondern von der jeweiligen Position [ entlang des Seils abhdngig (A =A (l))
Durch Teilen des Seils in Abschnitte mit der Ldnge Al oder Berechnen von Ober- und
Untersummen lésst sich ein Naherungswert fiir die Masse angeben. Die Dichte € wird
dabei als konstant angenommen.

Gib einen mathematischen Ausdruck an, mit dem man die Masse des Bungee-Seils im
gespannten Zustand bei bekannter Funktion A exakt berechnen kann.
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Losungen:
Ad a)
a = 1,75
’ b—a_ 375-175
Intervallbreite: b = 3,75 = Ax= = =05
n 4
n = 4
x | f(x)
1,75| 24,43
2,25 21,06
2,75 14,05
3,25/ 6,38
3,75 1,07
Tv, 0, vyt b V4 (1), Vo (t) 5
25 2 25 2
20 20
V4 V2 V4 V2
15 15
10 10
U=21.28 O =32.96
5 5
P1 P1
t, t,
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 ’ 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 ’

Berechnung der Untersumme:

U(1,75; 2,75)

0,5 (v4(2,25) + v,(2,75) + v,(3,25) + v,(3,75)]

0,5 (21,06 + 14,05 + 6,38 + 1,07)

21,28

Berechnung der Obersumme:
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0(1,75; 2,75)

Unterschied zwischen Ober- und Untersumme:

= 32,96

AA=0-U=0,5-(v,(1,75) — v,(3,75)) = 11,68

0,5 (vo(1,75) + v,(2,25) + v,(2,75) + v,(3,25))
0,5 (24,43 + 21,06 + 14,05 + 6,38)

Die Ober- und die Untersumme sind Schétzwerte fiir den Weg, den die Bungee-Springerin im
Zeitintervall [1,75; 3,75] zuriicklegt.

Der wahre Wert liegt zwischen den Werten fiir die Ober- und die Untersumme.

Adb)

Zuriickgelegter Weg mit dem Modell v, (t)
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Unterschied des Weges bei beiden Modellen:
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Zuriickgelegter Weg mit linearem Modell:
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s, = 20.52
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Sl - SZ = 2,41
N
v, (1), v, () 5
2
L
[N t\

256 3 35 4

Ad )

Die Masse ergibt sichaus m=¢ -V

Das Volumen erhélt man, indem man (bei nicht konstanter Querschnittsflache) die

Querschnittsflachen iiber die gesamte Ldange L aufsummiert

Seite 5 von 5



	Aufgabe 123

